Л 5. Уравнения в полных дифференциалах. Интегрирующий множитель
Цель лекции: Познакомить студентов с уравнениями в полных дифференциалах, с условием, когда оно является уравнением в полных дифференциалах, а также как можно привести уравнение 1-го порядка, разрешенное относительно производной к уравнению в полных дифференциалах.  Познакомить с понятием интегрирующего множителя и со способами его нахождения.
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Краткое содержание
Дифференциальное уравнение первого порядка 
                                    (6.1)
называется уравнением в полных дифференциалах, если существует функция , такая что её полный дифференциал равен левому выражению уравнения:
                               (6.2)
для всех точек  плоскости , где  и  не равны одновременно нулю.
Сравнивая формулу полного дифференциала функция  

и выражение (6.2), имеем:
                       (6.3) 
Таким образом, левая часть уравнения (6.1) является полным дифференциалом некоторой функции  в односвязной области на плоскости, то есть все точки, лежащие внутри любой замкнутой ломаной, расположенной в , также должны принадлежать . Тогда уравнение (6.1) можно переписать в виде:
,
так как правая часть уравнения равна нулю.
В этом случае решение уравнения имеет вид:
                                                              (6.4)
где  - константа.
Условие, чтобы уравнение было полным:
Для функций , непрерывных и имеющих непрерывные частные производные в области , уравнение является полным тогда и только тогда, когда:
                                                         (6.5)
Это необходимое и достаточное условие полноты уравнения.
Условие (6.5 ) проверяется вычислением смешанной производной функции : 
  
Так как смешанные производные непрерывные, то они не зависят от порядка дифференцирования, то есть равны.
Теорема. Пусть функции ,  и их частные производные являются непрерывными функциями в прямоугольнике

т.е. функции ,  принадлежат . Тогда дифференциальное уравнение (6.1):

является уравнением в полных дифференциалах в области D, тогда и только тогда, когда выполняется следующее равенство

Теорема существования и единственности. Пусть в прямоугольнике
 функции ,  непрерывны вместе с их частными производными первого порядка, причем всюду в   выполняется условие (6.5) и  не обращается в нуль. 
Тогда через каждую точку  прямоугольника  проходит одна и только одна интегральная кривая уравнения (6.1).
Интегрирующий множитель
Если условие (6.5) не выполняется, т.е.   

то уравнение 
                                    (6.1)
может быть приведено к уравнению в полных дифференциалах с помощью умножения его на так называемый интегрирующий множитель, который в общем случае является функцией от  и : .  
Функция  называется интегрирующим множителем для дифференциального уравнения (6.1) в , если  - ненулевая функция в  такая, что при умножении на нее уравнение (6.1) становится уравнением в полных дифференциалах в рассматриваемой области , т.е. левая часть полученного уравнения

становится полным дифференциалом некоторой функции, зависящей от двух переменных и, следовательно, выполняется условие (6.5). 
Следовательно, условия (6.5) можно переписать в виде


Продифференцировав это равенство, получим выражение

Последнее выражение перепишем в виде
                                               (6.12)
Откуда имеем
                                               (6.13)
Получили уравнение в частных производных, из которого можно найти .
Вопросы для самоконтроля:
1. Какое уравнение называется уравнения в полных дифференциалах?
2. Сформулируйте необходимое и достаточное условие полноты уравнения.
3. Какая функция называется интегрирующим множителем?
4. Напишите формулу, по которой находится интегрирующий множитель, зависящий только от x.
5. Чему равен интегрирующий множитель для линейного уравнения 1-го порядка?
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